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TD N :3 : Electrostatique
Théoréme de Gauss

Exercice 1 :

Angle solide délimité par un disque

1) Calculer I’angle solide délimité par un disque et un point P situé sur 1’axe de ce disque ?
Exercice 2 :

Une sphere de centre O et de rayon R est chargée uniformément en volume avec la densité

voluméque de charge : py > 0.

1) Analyser les symétrie et les invariances de la distribution de charges et en déduire la
direction du champ E (M) crée en un point M situé a la distance r du centre O de la sphére.
Préciser les variables dont dépend le champ E (M).

2) En utilisant le théoréme de Gauss déterminer le module de E (M) en tout point M de I’espace.

3) En déduire le potentiel V(M) en tout point M. on prendra V = 0 a I’infini.
Exercice 3 :

On considére un cylindre creux (C), d’axe (z'z), de rayon R, de longueur infinie, chargé en surface

par une densité surfacique de charge uniforme o > 0.

1) Etudier les symétrie et les invariances de la distribution de charges et en déduire la direction du
champ E(M) crée en un point M situé a la distance r de ’axe (z'z) du cylindre. Préciser les
variables dont dépend le champ E (M) et le potentiel V(M).

2) En utilisant le théoréme de Gauss déterminer le module de E (M) en tout point M de I’espace
(r < R etr > R). Tracer I’allure de E(r) en fonction de r (ou E(r) est le module de champ). Le

champ est-il continu a la traversée de la surface ?



3) En prenant comme référence du potentiel V (r) = V,, calculer le potentiel V() en tout point M
de I’espace. Tracer I’allure de V (r) en fonction de r. vérifier que le potentiel V() est continu a la

traversée de la surface du cylindre.
Exercice 4:

I) Un plan infini (xoy) porte une distribution de charges surfaciques o, positive et uniforme.

1) Etudier les symétries et les invariances de cette distribution de charges et en déduire la direction
et les variables dont dépend le champ E (M) et le potentiel V(M).crée en un point M de I’espace.
2) En utilisant le théoréme de Gauss, calculer le module de champ E (M).

3) En déduire le potentiel V(M) en tout point M. on prendra le potentiel nul dans le plan (xoy).
1) Dans un repere (0xyz), une distribution de charges de densité volumique uniforme et positive
pPo = cste est répartie entre deux plans infinis parall¢les au plan (xoy) et de cotes respectives :

z=—aetz = +a.

2a 7

X

1'd
1) Etudier les symétries et les invariances de cette distribution de charges et leurs implications sur
le champ électrostatique crée en tout point M de 1’espace.

2) En utilisant le théoréme de Gauss, calculer le module de champ E (M).
3) En déduire le potentiel V(M) en tout point M. on prendra le potentiel nul dans le plan (xoy).

4) Tracer les courbes de variations de E et V en fonction de z.
Exercice 5 :

Une sphere de centre O et de rayon R est chargée en volume avec une densité de charges

e . . . r
linéairement croissante avec la distance r au centre : p(r) = p, =

On repere la position d’un point M de I’espace par sa distance r au centre O de la sphere.



1)

1y
2)

En utilisant la forme local du théoréme de Gauss, déterminer E (1) en tout point de 1’espace.

On donne I’expression de la divergence en coordonnées sphériques :

1 0E,

a .
— (sinfEy) + rsind 99

rsin@ 00

- 190
T 2
divE = r—za(r E.)+
Déterminer le potentiel V(M) en un point M. on prendra V = 0 a I’infini.
Calculer le Laplacien AV et vérifier la forme locale du théoréme de Gauss pour le potentiel
(équation de Poisson et équation de Laplace).

Expression du Laplacien en coordonnées sphériques :

AV

16(26V)+ 1 6( av) 1 0%V
r2sinf 00

r2or or St 56 + r2sin?6 dp?



ROYAUME DU MAROC |

UNIVERSITE ABDELMALEK ESSAADI = /USJA‘
Ecole Nationale des Sciences Appliquées — (=L
Tangier

Corrigé du TD N :3 : Electrostatique
Théoréme de Gauss

Exercice 1: angle solide délimité par un disque

On découpe le disque en une succession de couronnes circulaires ¢lémentaires, de largeur dr et
de méme axe (OP), imbriquées les unes a l'intérieur des autres. Les éléments de surface
constituant chaque couronne élémentaire sont orientés en formant méme angle ¢ avec I’axe du
disque (cf schéma ci-dessous).
La surface d'une couronne ¢élémentaire est :
dS = 2nrdr avec r = htang => dr = (h/cos*@)de
d'ou :
dS = 2mh tang (h/cos*@)de = 2mh*(tang/cos*)de
D'autre part,
d0 = dS cosg/a*(@)
avec a(@) = h/cosp
d’ou :
d0 = dS cose cos*@/h?
d0 = 2mh*(tang/cos*@) cosg cos*@/hidg
df) = 2nsingde
Pour couvrir tout le disque, on intégre une infinité de couronnes circulaires élémentaires en

faisant varier ¢ entre 0 et 8 /2. On en déduit 2 = 2w (1 — cos 6/2).



dQ = 217 sing do

erz
Q:J 217SiNpd@
0

12
=217 [-COS cp]g

Angle solide délimité par un disque et par un point P situé sur son axe

eSif - n,cos(%)—)Oet.Q—>2n

eSif - 0,cos(§)—>1et!)—>0

Exercice 2:

1) Symétrie: tout plan contenant (OM) est un plan de symétrie.
= Symétrie axiale suivant (OM).
Le champ E(M) = E,.(r, 0, )8,
Invariance : par rotation de 6 et ¢ suivant le centre O la valeur de E,. (1, 8, ¢) ne varie pas,
alors :
E(M) = E,(r)8, c’est la symétrie sphérique.
2) Calculons E,(r) par application du théoréme de Gauss
Choix de la surface de Gauss : par application de la raison de symétrie décrit en 1), la
surface de Gauss est une sphére (0, 1) de rayon r et de centre O.

Calcul de flux:

bz = # Ed= Qint
i Ik )

¢§/§ = #% E.(r)dZ

(car AT = dz8é, )



Alors

o =# E.(r)r%sinfdfde
/s

(avec E,.(r)est constant sur la sphére (0, 1))

Donc :
bz, =E.(r) # r2sinfdOdg
/5 .

d)g/g = E,(r).4mnr?

Alors
a0
E.(r).4nr? = Qint
€o
z:Qint
E(r) = Are,r?

Selon la variable r dont dépend le champ on a deux cas :

= r>R:

4 s
ZQint:ffj pOdV=p0§7TR
14

IV est le volume limité par la surface de Gauss :

Donc :
3
= r<R:
4 3
Xqint = ]ff podV = po §7T7'
v
Donc :

r
E-(r) =pog -
0



3) En déduire V(M)
Ona:
E(M) = —gradV (M)

Donc

V(M) = —jEr(‘r) dr

Suivant les valeurs de r on a deux cas :

= r>R:

R3
V(M) = —fpo 3er? dr
0

3

V(M) = po 3er +
EtonaV () =0donc C; =0
Finalement :
3
V(M) = p, 3er
= r<R:

r
V(M) = —fpog—godr

2

r
VM) =—py—+ C
(M) P06£0 2

Déterminons C,.
V(M) est une fonction continue alors :
Vir->R)=V(r ->R")

Donc :



R? R3
—Po— 1 C2=po

6&p 3&R
D’ou :
R2
C2 = po 2_80
Finalement :
2 R2
von - -2 28
Exercice 4 :
I)

1) symétrie : tout plan perpendiculaire a (P) est un plan de symétrie
Symétrie axiale suivant (0z), M € (0z)
E(M) = E,(x,y,2)E,
Invariance : par translation suivant X, y ; donc le champ ne dépendra que de z :
E(M) = E,(2)¢, = E(2)¢,

3) Calculons E(M) :
e Choix de la surface de Gauss : est un cylindre d’axe (0z) et de hauteur h

e Calculons le flux a travers la surface de Gauss : ¢ /S

$5/s; = =005 (1)

e Calculons E(M) :
Ona:



bii = FE= | EET+| FG+ || FE
) (Sp1) (Sp2) )

=0 (car SLLE(M)
¢E/§ = ffﬁ E.ds + ffﬁ E.ds
(Sp1) (Sp2)

Et on a (p) un plan de symétrie alors : E(—z) = —E(2)
Donc :
b5 = J:l-_) E(—2)8,.ds (—e,) + J:l-_) E(—z)é,.ds e,
(Sp1) (Sb2)

Etonaussi: Sy =Sy, =S

Pz/5; = E(Z)J- ds

(s

b5/5g = 2E(z).S (2)
S est la surface de base de la surface de Gauss :
Finalement de (1) et (2) on a pour:

= z>0:

1
E(z) = 25, 00

= z<0:
F(2) = ——
z) = 2% o
Ou bien par I’expression suivante qui généralise les deux cas:
Og Z
E(z)=+——
@ =t 2eal

En z=0 le champ est non défini donc on a une discontinuité de E(M) en z=0, la discontinuité

estde:

)
E(0Y) —E(07) = 5_0

D’ou la formule de discontinuité de la composante de champ est vérifiée .

4) Calculons V(M)

on a



E(M) = —gradV (M)

Donc
V(M) = —]Er(z) dz

Suivant les valeurs de z on a deux cas :

= z>0:
0,
V(M)z—f—"dz
2¢,
Op

V(M) = —— C

(M) 2802"‘ 1
= z>0:

g,
V(M) = f%dz
0

o)
V(M) = %z +C,
0

Et on a V(z) est une fonction continue doncen z=0ona:

V(7)) =Vv(0*)
Alors : C; = C,
Finalement :
o
—%z siz>0
V(z) = T 0

—z siz<O0

2¢,
1)
1) Le méme raisonnement que 1)1) E(—z) = —E(z), en plus la distribution est volumique

alors E (z) est défini en z = 0 par E(0) = 0.
2) ) calculons E(M)



Alors

Choix de la surface de Gauss : est un cylindre d’axe (0z) de base S, (dans le plan (xoy))
et de hauteur h = z = OM.

Calculons le flux a travers la surface de Gauss : ¢z /Se
1
¢E/§ = 8_02 Qintérieur (1)

Calculons E M) -
Ona:

bii = FE= | EET+| FG+ || FE
) (Sp1) (Sp2) )

=0 (E(M)=0) =0 (car SLLE(M)

br/sc = ] f( _E(2)é,dse,

Sp2)

G555 = E(2)Sh2

Z Qintérieur

E(z) =
£0Sp2

On a : deux cas a étudier :

3)

Z > a:) Qinterieur = PoSp2a (charge contenue dans le cylindre de base S, et de hauteur
h)

PoSp2a _ Po

E(z) =
€0Sp2 €o

z<a:
Y. Qintérieur = PoSp2Z (charge contenue dans le cylindre de base S, et de hauteur z)

PoSp2Z _ PoZ
€0Sp2 €o

E(z) =

Calculons le potentiel

ona

E(M) = —gradV (M)

Donc



V(M) = —]Er(z) dz

Suivant les valeurs de z on a deux cas :

= z<a:

= zZ>a:

Calculons C; et C,
OnaV(0)=0alorsC; =0

Et on a V(z) est une fonction continue doncen z =aona:

V(a™) =V(at)
- P, C,
2¢, o
Alors : C, = 2 g2
280
Finalement :
—Z'OTOZZ siz<a
V(z) = a °
—pLZ + Po 2 siz>0
&o 2&,
Exercice 5 :
(") = po=
pr) = po R

1) déterminons E (1)



Ona:
divE = p(r)

En plus, on a la symétrie sphérique (méme raisonnement que précédemment) ;

. 1d r
= divE(r) = —— r2E(r)) = &
rédr &
E(M) = E(r)é,
Alors on a deux cas a étudier :
r<R:p(r)=por
- 1d PoT
7 —_ 2 [ . = =
= divE(r) = 2 (r E(r)) eR ;(Eg =E, =0)
d por3
Z (2 —
e (r2E(r)) oF

s | d(r’E(r)) = p0r3dr
R OR b

€
4
PoT
S riE(r) = K
r“E(r) 4£0R+
2
PoT K
E(r) = —
) 4£0R+r2

E(0) = 0 (on ale center O est un centre de symétriec) = K = 0
= r>R:

p(r) = 0 (pas de charge a I’extérieur), donc :

1d
r—ZE(TZE(T)) =0

r2E(r) =K'
KI
E(r) ==
r

Calculons K’ (continuité E;,,;(R) = Egy: (R))
Donc

porR? K’
4g,R R2




D’ou:

2) Calcul de potentiel V(1)

Ona:

Donc

=K' =
4e,
( par?
IZER r<k
B =1 **of
Pofk r>R
l4£0‘r2

E(M) = —gradV (M)

V(M) = —jEr(‘r) dr

Suivant les valeurs de r on a deux cas :

= r<R:

= r>R:

Etona V() =0donc C, =0

2

PoT
VIM) =— d
(M) f4£0R r
por’
V) = - et G

rR3
V(M)z—fp(;g dr
0

poR?

0
4egr

V(M) = +C,

V(M) est une fonction continue alors :

Vir-R)=V(@->RY")



alors :

R3 rd

Pot™ _ _ Po +c

4eor 12&9R
Donc :

RZ
c, = Po
3¢,

Finalement :

— r<R
12¢oR 3¢
V(r) = 0 R3 0
I Po r>R
k deor

3) forme locale du théoréme de Gauss pour V(1)

_ P

++ Equation de Poisson : AV = >
0

+» Equation de Laplacien : AV = 0

Calculons AV
= r<R:
AV = 10 LoV
r2odr r or
Ona:
vV —por? 10 ( ,—por?\ _—4por®
or  4&,R r2or 4e0R r24&4R
Alors :
—por  —p(r
Ay = P _ =P
&R o

Alors I’équation de Poisson est vérifice.

= r>R:



AV = ——
r2or
10 poR3
AV =—=—|[r2(-
r26r<r < 4g,1?

Donc : AV = 0 et I’équation de Laplacien est vérifice.




