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Séries entières

Pr. HAMI Youssef
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Série entière

Rayon de convergence

Calcul du rayon de convergence d’une série entière
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2 Propriétés de la somme d’une série entière
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Série entière

Définition

La série entière associée à la suite (a
n

) 2 KN est la série de
fonctions

P
n�0

a

n

z

n.

Exemple

Pour z = 0, on a
+1P
n=0

a

n

z

n = a

0

.

La série géométrique
P
n�0

z

n converge sssi |z | < 1 et on a

+1X

n=0

z

n =
1

1� z
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Lemme d’Abel

Si 9z
0

2 C/{0} tel que la suite (a
n

z

n

0

) soit bornée. Alors
8z 2 C, tel que |z | < |z

0

| ; la série
P

a

n

z

n CVA.

Définition

On définit le rayon de convergence de la série
P

a

n

z

n par :

R

a

= sup{r � 0, (a
n

r

n) soit bornée}

Corollaire

1

R

a

= 0 ; 8z 2 C⇤ la série
P

a

n

z

n DV.

2

R

a

= +1 ; 8z 2 C la série
P

a

n

z

n CVA.

3 8z 2 D(0,R
a

)(Disque ouvert de convergence) ; la sérieP
a

n

z

n CVA.

4 |z | > R

a

; la série
P

a

n

z

n DV.

5 |z | = R

a

; on ne peut rien dire.
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Propriétés de la somme d’une série entière
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Régles

Soit R le rayon de convergence de la série entière
X

n�0

a

n

z

n.

Régle d’Alembert :

Si lim
n!1

|an+1

a

n

| = L 2 [0,+1], alors R =
1

L

.

Régle de Cauchy :

Si lim
n!1

n

p
|a

n

| = L 2 [0,+1], alors R =
1

L

.
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Exemples

Exercices

1

X
z

n

n

2

CVA sssi |z |  1.

2

X
nz

n CVA sssi |z | < 1.

3

X
z

n

n

est

(a) CVA si |z | < 1.
(b) DV si |z | > 1 et z = 1.
(c) Semi-Cvte si |z | = 1 et z 6= 1.

4

X
z

n

n!
CVA sur C.

Exponentielle complexe

Pour tout z 2 C, exp(z) = e

z =
+1P
n=0

z

n

n!
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Opérations sur les séries entières
Théorème

Si f (z) =
1P
n=0

a

n

z

n alors D(0,R
a

) ⇢ D

f

⇢ D

f

(0,R
a

)

Proposition

Soit A(z) =
1P
n=0

a

n

z

n et B(z) =
1P
n=0

b

n

z

n deux séries entières de rayon de

convergence R

a

et R
b

respectivement.

La série-somme (A+ B)(z) =
1P
n=0

(a
n

+ b

n

)zn a pour rayon de

convergence
R

s

� min(R
a

,R
b

)

La série-produit (A⇥ B)(z) =
1P
n=0

c

n

z

n avec c

n

=
nP

k=0

a

k

b

n�k

a pour

rayon de convergence

R

p

� min(R
a

,R
b

)
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Exemples

Remarque

Si R
a

6= R

b

alors R
s

= min(R
a

,R
b

)

Exercices

1 Montrer que si a
n

= 2�n � 1 et b
n

= 1 alors R
a

= R

b

= 1 et
R

s

= 2

2 Établir que (
1P
n=0

z

n)(
1P
n=0

z

n) =
1

(1� z)2
=

1X

n=0

(n + 1)zn avec

R

a

= R

b

= R

p

= 1

3 Supposons que A(z) =
1P
n=0

z

n et B(z) = 1� z .

Déterminer R
a

et R
b

puis montrer que R

p

= +1. L’inégalité
est-elle stricte ?
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Convergence normale

Théorème

Si R
a

> 0 alors 8r 2]0,R
a

[,
la série de fonctions

P
a

n

z

n CVN sur D
f

(0, r).

En e↵et

Si |z |  r alors
|a

n

z

n|  |a
n

|rn

Corollaire

Si R
a

> 0 alors la fonction somme f (z) =
1P
n=0

a

n

z

n est continue

sur D(0,R
a

).
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Proposition

On considére deux séries entières
P

a

n

z

n et
P

b

n

z

n .

Pour n 2 N, si b
n

= a

n+1

alors R
a

= R

b

Pour n 2 N, si b
n

= na

n

alors R
a

= R

b

Théorème

Si R
a

> 0, pour tout x 2]� R

a

,R
a

[, la somme f (x) =
1P
n=0

a

n

x

n est

de classe C

1 sur ]� R

a

,R
a

[ et la dérivée de f s’obtient par
dérivation terme à terme :

f

0(x) = (
1X

n=0

a

n

x

n)0 =
1X

n=1

na

n

x

n�1 =
1X

n=0

(n + 1)a
n+1

x

n

De plus, le rayon de la série dérivée est R
a

.
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Remarques

1

f est de classe C

1

2 Pour tout entier naturel non nul p :

f

(p)(x) =
1X

n=p

n(n � 1)...(n � p + 1)a
n

x

n�p

3 Ce théorème reste valable pour les séries entières complexes :

z 2 C �!
1X

n=0

a

n

z

n

est indéfiniment C-dérivable (holomorphe) sur D(0,R
a

).
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Intégrabilité

Cas complexe

Soient (z , z
0

) 2 D(0,R)2, on pose S(z) =
+1P
n=0

a

n

z

n.

On a
S(z)� S(z

0

)

z � z

0

=
+1X

n=0

v

n

(z) avec v

n

(z) = a

n

nP
k=1

z

n�k

z

k�1

0

Pour r 2]0,R[ telle que (z , z
0

) 2 D

f

(0, r)2

|v
n

(z)|  n|a
n

|rn�1

P
v

n

(z) CVN sur D
f

(0, r) donc sa somme est une fonction
continue.

lim
z�!z

0

+1X

n=0

v

n

(z) =
+1X

n=0

v

n

(z
0

) =
+1X

n=0

na

n

z

n�1

0
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Intégration terme à terme

Théorème

Si la série entière f (x) =
+1P
n=0

a

n

x

n a pour rayon de convergence

R > 0. Alors pour tout x 2]� R ,R[, on a :

Z
x

0

f (t)dt =
+1X

n=0

Z
x

0

a

n

t

n

dt =
+1X

n=0

a

n

x

n+1

n + 1

La série entière ainsi obtenue par intégration terme à terme a le
même rayon de convergence que la série initiale.

Exemples

Pour tout x 2]� 1, 1[, on a

ln(1 + x) =
+1X

n=1

(�1)n�1

x

n

n

et arctan(x) =
+1X

n=0

(�1)n
x

2n+1

2n + 1
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Dérivabilité
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