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Introduction

Dans ce chapitre, qui fait le lien entre les deux derniers chapitres, nous allons
montrer que I'ensemble des langages réguliers coincide exactement avec I'ensemble des
langages acceptés par automate fini.

|. Des expressions aux Automates :
a. Définition :
A toute expression réguliére @, on peut associer un automate fini A de telle sorte que :
Z(@)=L(A)

On procéede par récurrence sur la longueur de ¢ :

e Si@ =0, les automates suivants acceptent le langage @,
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Figure 111.1 AFD et AFND acceptant @

e Si@ = e, les automates suivants acceptent le langage {€}
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Figure I11.2 AFD et AFND acceptant {€}

e Sigp=0,0¢€Z,lesautomates suivants acceptent le langage {o }
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Figure 111.3 AFD et AFND acceptant {o}

e Sigp=W+y, avec V¥ et p des expressions régulieres de longueurs inférieure a
celle de o, alors par hypothese de récurrence, on dispose de deux automates
finis Ay et A, acceptant respectivement Z(W) et Z(i). Donc il existe un automate
fini qui accepte Z(W) u Z(p)

e Si ¢ = W.u, méme raisonnement que précédemment: Donc il existe un
automate fini qui accepte Z(W) nZ(l)

e Si@ =Y, On tire la méme conclusion en utilisant cette fois la proposition : « Si
L est accepté par un automate fini alors L I'est aussi ».



Remarque : Ainsi de proche en proche, on peut, étant donné une expression réguliere,
construire un automate acceptant le langage généré par I'expression.

b. Exemple:
Soit 'expression réguliére ¢ = (a ba’b)‘a’.
Des automates acceptant Z (a) = {a} et Z (b) = {b}
@ ) ~_ P A

- i — - I
\_/ N\ \_/ N\

Figure I11.4 AFND acceptant {a} et {b}.

En utilisant la proposition 11.3.3 on construit un automate acceptant a’.
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Figure I11.5 AFND acceptant {a} .

Pour des raisons de simplifications évidentes, nous allons considérer un automate

équivalent acceptant aussi a:

Figure 111.6 AFND acceptant {a} .

En utilisant la proposition 11.3.2, on construit un automate acceptanta’b :
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Figure 111.7 AFND acceptant {a} {b}.
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En utilisant cette proposition une seconde fois, on obtient un automate acceptantab a’b :

am am
/ . L VAR
N € N b M € ~~ &€ ,~ b A
— O O e = —{ — m(()
N/ N N o N N/

Figure 111.8 AFND acceptant {a} {b}{a} {b}.



Et en simplifiant quelque peu, on a méme :
Yy ™

Figure 111.9 AFND acceptant {a} {bH{a} {b}.

Appliquons a présent la proposition 11.3.3 & ce dernier automate pour obtenir :
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Figure 111.10 AFND acceptant ({a} {b{a} {b})".

La derniére étape consiste & combiner I'automate ci-dessus avec celui acceptant a” au

moyen de la proposition 11.3.2.
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Figure 111.11 AFND acceptant ({a} {b{a} {b}){a} .



[I. Des automates aux expressions réguliéres

Nous définissons tout d'abord des automates généralisés dont les arcs ont comme label non
pas des lettres de l'alphabet X mais des expressions régulieres. Pour rappel, on note Ry,
I'ensemble des expressions régulieres sur .

a. Définition :

Un automate fini étendul (AFE) est la donnée d'un quintuple : A = (Q; qo; F; X; 6) Ou
e Q estunensemble fini d'états,

Qo € Q est I'état initial,

F < Q est I'ensemble des états finals,

& : Q x Q = Ry est la fonction d'étiquetage des transitions.

Si aucune transition entre q et g’ n'est explicitement pas definie, on pose :
e 6(gq) =0siqg#q’
e etd(g,q)=esiq=q’.

b. Exemple:
L’automate présenté a la figure I11.12 est un AFE, ona:
e 6(1,2) =ab”
e §(22)=a+ba
e 5(2,3) =bab
e 5(1,1)=6@3B3)=e
e 6(i,j) =0pouri,j €{(1,3),(21),(31),(32)}
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Figure 111.12 : Un automate Fini étendu (AFE).
c. Définition :
Un mot w est accepté par un AFE : A = (Q; qo; F; X; 6) s'il existe des mots wy,..., w, € ¥ et des états
J1, ..., gn € Q tels que w = w;...w,
w1 € L(8(q0,q1))s -+ Wn € L(8(qn-1,Gn)) €t Gn EF
Par exemple, pour I’AFE donné dans 1’exemple précédent, le mot :
e w = abbbbbabab est accepté car si on pose :
o w1l =abbbb,
o W2 =Dha,
o w3 =bab.
e On s’apercoit que :
o Wi € L(ab"),
o W, €L(a+ ba),
o W3 € L(bab).



d. Définition :
Le langage accepté par un AFE est ’ensemble des mots qu’il accepte. Deux AFE sont dits équivalents s’ils

acceptent le méme langage.

e. Remarque:

Un AFD est un cas particulier d’AFE ou toutes les transitions sont des expressions
réguliéres de la forme 6, o € X. Ainsi les techniques décrites ci-apres peuvent s’appliquer au départ
d’un AFD.

Dans les lignes qui suivent, nous allons expliquer comment, au départ d’un AFE arbitraire,
obtenir un AFE équivalent possédant uniquement deux états (un état initial et un état final). De cette
manigre, il sera aisé d’en déduire une expression réguliere du langage accepté.

Le pivotage (élimination des états qui ne sont ni initial, ni final).

Soit A = (Q, qo, F, X, §) un AFE. Pour tout p, g € Q, on note ryy I’expression réguliére &
(p, q). Soitqun étatde Atel que g+ qoetq ¢ F.

Définissons I’A. F. E. A’=(Q’, qo, F, X, §')

Ou:Q =Q\{q} et pourtoutp,seQ’on:

8" (P, ) = ps * Folag Tas

Par construction, il est clair que A’ est équivalent a A.
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Figure 111.13 : Le pivotage
f. Exemple:

Considérons I’AFE donné a la figure I11.14.
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Figure 111.14 : Un AFE avant élimination de I’état 2.
Avec les notations précédentes, si on désire €¢liminer 1’état 2, on obtient :
e 85 (11)=r+rpr22' rp=e+ab 0=e
e 8 (13)=rs+rary z=ab+ab a

o §(14)=ru+try r» ha=0+ab b=ab"b
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o 8 (31)=ra+rarnn=0+0b"0=0
o 5 (33)=rau+rprprz=e+0b a=e
o §' (34)=ru+rurn=h+0b b=b
o & (41)=rm+rarn 1 =0+bb 0=0
o 8 (43)=ry+rprp3=0+bb a=bb a
o & (44)=tu+rprn=e+bb b=bb b+e
En ne représentant que les transitions différentes de 0 et différentes de & (q, g)=e, on obtient I’AFE

équivalent représenté a la figure 111.15 :

’\ ) bb*b

Figure I111.15 : AFE équivalent aprés élimination de 1’état 2.

g. L’algorithme complet : (Algorithme de McNaughton-Yamada)
Soit A=(Q, qo, F, Z, §) un AFE.

1. Obtention d’un état initial/final :
a. Obtention d’un état initial non final et auquel on ne peut aboutir :
i. Sil’état initial qo est final ou s’il existe q €Q tel que : §(q,q,) # 0,
ii. Alors on ajoute un nouvel état q, € Q d’états et on pose : §(qq, o) = e,
iii. On redéfinit g, comme le nouvel état initial.
b. Obtention d’un unique état final :
i. Sicardinal(F) > 1, c-a-d, s’il y a plus d’un état final,
ii. On ajoute un nouvel état f> et on pose &(q, ") = e pour tout q €F,
iii. Ensuite, on redéfinit {f’} comme nouvel ensemble d’états finals
C. Ainsi a la fin de I’étape 1, on peut supposer disposer de :
i. Un AFE équivalent A’ =(Q’, q’0, F’, Z, §")
ii. Possedant :
1. Un unique état initial q’o (non final et auquel n’aboutit aucune
transition), et
2. Un unique état final f°
2. Fin?
a. SiQ = {q0.f'},
b. Alors une expression régulicre du langage accept¢ par A’ est 1 7 g1 o (Tp1 )", OU :
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i o= 8 f)
i 1 =68"(f,f")
c. L'algoritmes'achéve sinon on passe a I’étape 3
3. Elimination d’un état :
a. llexiste g € Q"\{q, f},
b. On élimine q de A’ par la méthode du pivot présentée ci-dessus.
c. Apres pivotage :
i. L’ensemble d’états est Q \ {q}
ii.  On recommence le point 2,
iii. A chaque étape, le nombre d’états décroit strictement,

iv. Par conséquent I’algorithme s’acheve toujours.

h. 111.2.7 : Exemple :
Poursuivons I’exemple I11.2.6. Si on élimine le sommet 3 de I’AFE de la figure I11.15, il vient :
o §(Ll)=ru+rarra=e+(ab+ab aye0=e
o &' (14)=ru+rgrra=ab b+ (ab+ab a)eb
o 8 (41)=ra+raarssra=0+(bb b)e0=0
o &8 (44)=ru+rsarmraa=bb b+ (bb a)eb

On obtient I’automate représenté a la figure I11.16 :

___{1") ab*b+(ab+ab*a)eb ~ @

) bb* b+(bb* a)eb
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Figure 111.16 : AFE équivalent apres élimination de 1’état 3.

Finalement une expression réguliére du langage accepté par I’automate de départ est :

(ab" b+ (ab+ab a)b)(bb b+ (bb a)h)".
Puisqu’a toute expression réguliére ¢, correspond un automate acceptant le langage £(¢) et qu’a
tout langage L accepté par un automate correspond une expression réguliere W telle que L = £(\V),

nous avons le résultat suivant.

i. 1l.2.8. Théoréme : (Klenne)

Un langage est régulier si et seulement si il est accepté par un automate fini.

j. 111.2.9. Remarque :

D’une certaine maniére, on peut dire que les expressions réguliéres sont les générateurs des langages

réguliers, alors que les automates finis en sont les accepteurs.



[ll. Stabilité de la régularité
a. lll.3.1. Théoreme :

L’ensemble des langages réguliers est stable par union, concaténation, étoile de klenne, image par

morphisme, miroir, passage au complémentaire, intersection et shuffle.

Le résultat suivant est souvent utilisé pour veérifier que certains langages ne sont pas réguliers. Il s’agit
simplement d’une redite du corollaire 1.3.10.
b. 111.3.2. Corollaire :
Si L est un langage régulier sur £ = {0y, ...,0,}, alors |L| = {Jw|: w € L} © N est une union finie de
progression arithmétique.
IV. Les critéres de non-régularité

Introduction : aaa

a. lll.4.1. Lemme : (Le lemme de la pompe)

Soit L € ¥* = {ay, ..., 0, }, un langage régulier. 1l existe un entier k tel que pour tout mot w de L
satisfaisant |w| > k, il existe x,y,z € £* tels que w = xyz et

e |xyz| <k

e Yy F¢

e xy'z ClL

b. Exemple:

Considérons une fois encore le langage :

2
L= {a” ne N}
y
.f/ - ‘ \\
X Ta o z
R T T W
-/ \_/ ~O)
Eh) q; :qj e

Figure 111.14 | lemme de la pompe.
Nous avons déja montré dans 1’exemple 1.3.13 que ce langage n’était pas régulier (en utilisant la
proposition 1.3.9). Utilisons ici le lemme de la pompe.
Si le langage L était régulier, il serait accepté par un AFD A ayant k états.
Dés lors, le mot a** est accepté par A et cet automate comprend donc une boucle de longueur i >0
(car k2 > ou = k). Par conséquent tout mot de longueur K? + ni,n e N est accepté par A.
Or, I’ensemble des carrés parfaits ne contient aucune progression arithmétique infinie. On en tire

que le langage L ne peut étre régulier.



c. 111.4.3. Remarque:
Attirons I’attention du lecteur sur le fait que des langages non réguliers peuvent néanmoins
satisfaire la condition du lemme de la pompe.
En effet, soit L < b*un langage non régulier arbitraire. Le langage {a}*L U {b}" Satisfait le
lemme de la pompe. Il suffit de prendre avec les notations du lemme, k=1.
La version suivante du lemme de la pompe fournit une condition nécessaire et suffisante

pour qu’un langage soit régulier.

d. ll.4.4. Lemme : (Lemme de la pompe version forte)
SoitL € ¥* = {0y, ..., 0, }, Un langage.
Le langage L est régulier si et seulement si :
e |l existe une constante k > 0 telle que :
o Pourtoutmotw e X*,
o Silw| =k,
o Alors il existe x,y,z e X" tels que :
" W =XxyZ
" yFe

= Etpourtout i >0

Et pour tout 9 € 2*, w9 € L & xy'zd el
e |xyz| <k
e y #¢

e xy'z ClL

e. Remarque:

Nous voulons faire observer au lecteur que cette derniére proposition nécessite une décomposition

de o en xyz qui doit pouvoir étre appliquée pour tout mot : w9, 9 € &*
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